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Streszczenie

W wielu zagadnieniach praktycznych badane zjawiska modelowane s3 schematem Bernoulliego z
nieznanym prawdopodobieristwem sukcesu p. Okazuje si¢ jednak, ze liczne nickontrolowane czynniki
wplywaja na to, ze prawdopodobieristwo sukcesu zmienia si¢ od do§wiadczenia do do§wiadczenia. W
pracy omawiany jest wptyw tych zmian na moc standardowego testu hipotezy H : p < p,.

1. WSTEP

W zagadnieniach badania skutecznosci lekarstw, skutecznoséci $rodkéw owadobdjezych
itp. jako model matematyczny stosuje si¢ model dwumianowy, tzn. schemat Bernoul-
liego. Konkretne przyklady takich probleméw mozna znalezé np. w ksigzce Elandt (1964).
Podstawowym zalozeniem w tym modelu jest to, ze prawdopodobieristwo sukcesu w po-
jedynczej prébie wynosi p i jest ono stale. Jednak z praktyki wiadomo, ze to praw-
dopodobienstwo zmienia si¢ od préby do préby. Moze to by¢ spowodowane réznicami
miedzy organizmami, niedokladnoécig odmierzania dawek lub tez jeszcze innymi tego typu
bledami. Pytanie jakie powstaje brzmi: jak takie niedokladnosci wplywaja na jakoséé
naszego wnioskowania. Rozwazamy zagadnienie testowania hipotezy H:p < Po (po dane)
1 wplyw zmieniajacego sie prawdopodobieristwa sukcesu na moc standardowego testu tej
hipotezy. O prawdopodobieristwach sukcesu w kolejnych dogwiadczeniach zakladamy,
ze niewiele odbiegaja one od p oraz, ze w ciagu n doswiadczen $rednia wartosé tych
prawdopodobiefistw wynosi dokladnie p. Szczegélowo pokazany jest sposéb wyznacza-
nia funkeji odpornoéci mocy testu niezrandomizowanego oraz podano funkcje odpornosci
dla testu zrandomizowanego. Pokrétce oméwiono aspekt infinitezymalny odpornosci.

Stowa kluczowe: odporno$é, schemat Bernoulliego
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2. MODEL STATYSTYCZNY

Rozwazamy zagadnienie testowania hipotezy H:p < Po Wobec alternatywy K:p > pg
na podstwie n doswiadczefi w schemacie Bernoulliego z pr awdopodobienstwem sukcesu p.
Jak wiadomo, jednostajnie najmocniejszy niezrandomizowany test ma postaé¢: odrzucié
hipoteze H, jezeli X > k, gdzié X jest liczba sukceséw oraz k Jjest odpowiednig stalg. Moc
tego testu w punkcie p € (0,1) wyraza sie wzorem .

n y .
o) = 3 ()P -
ik
Przypusémy, ze prawdopodobiefistwo sukcesu w i-tej prébie Wynosi p;, przy czym
P =(p1,...,pn) € U(p), gdzie

1 .
U(p) = {(Ph---,Pn):;ZP-‘=P, lpi — p| <e, z=1,.--,n}-

W tej sytuacji moc testu w punkcie p bedzie pewna, liczba z przedzialu

inf B(p1,...,pn), supB(p1,...,pn)
U(p) U(p)
gdzie
n
ﬂ(plv SlENe 7p71) = Z Hu,(pj)v
>k j=1
w(p;) = p;’ (1 - p;)* =),
= Z:cj, z; =0lub1,5=1,...,n.
Odpornosé mocy testu w punkcie p zdefiniujemy wzorem
T(p) = SuPﬂ(Pla soe ’pn) sl lnf ﬂ(pla £ 1pn)~
U(p) U(p)
Naszym celem jest zbadanie funkeji r(p), p € (0,1). Podobne, ale znacznie prostsze

zagadnienie przy innym U(p), a mianowicie bez warunku 3" pi = np, bylo rozwazane w
pracy Zieliniskiego (1978).

3. FUNKCIJA r(p)

Znajdziemy punkty ekstremalne funkeji B(p1s---,pn) W zbiorze U(p). Rozwazamy
najpierw punkty stacjonarne funkcji 3(py,...,pn) przy warunku > pi = np. Metoda
mnoznikéw Lagrange’a prowadzi do ukladu réwnar (z mnoznikiem A):

n

Z Hw(pj) = O et
n=k—1j7=1
T it

{ > pi—np =0,

gdzie Doy =i — ;.
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Odejmujac pierwsze réwnanie od drugiego, trzeciego,. .. otrzymujemy nastepujacy
ukiad n réwnar z niewiadomymi py, ..., pp:

(e-m{ X [Twe)- T ]I w(p;)} =0,
T(1,2)=k—2 j#1,2 T(1,2)=k—1 j#1,2

i Gor{ ¥ TMu)- ¥ [ up)=o
Z(1,n)=k—2 j#1,n Z(1,n)=k—1j3%#1,n

: Y pi—np=0,

gdzie z(; iy =z — z; — gk

Jednym z rozwiazan ukladu (¥) jest oczywiscie P1 =" =pn =p. Jezeli p, # p; dla
wszystkich p;, i = 2,...,n, to dzielac réwnania (*) przez (p, — Pi) otrzymujemy nowy uklad
réwnan, ktérego Jjedynym rozwiazaniem jest

k-1
L

pr=np—(k-1), pp=-..=p, =

Poniewaz interesuja nas takie rozwiazania, ze p; € (0, 1), wiec powyzsze rozwiazanie ma
sens tylko wtedy, gdy (k — 1)/n < p<k/n.

Jezeli p; = p; dla pewnego i € {2,...,n}, to otrzymujemy nastepujace rozwigzanie:
k—1
Pj'=np —(k S1)Npy =i =p, 0 ='p1, Bl g o

dla pewnego j € 12). . 75%).
Zatem uklad (*) ma jedno rozwigzanie

]_):(p" ’p)’

gdy p < (k—1)/nlub p > k/n,

lub n + 1 rozwiazan
l—) —‘(pa~ 'ap)v
 { k-1 k-1
pl_‘(np_(k_lLTlv' ,n_l)’
e k-1 k—1
pn—(n_la-'-an—_l’np_(k—l))a

gdy (k—1)/n < p < k/n.

Ze wzgledu na symetrie zadania, w dalszym ciagu analizujemy tylko rozwigzania p
oraz p;. Niech A(p) = Dz(ﬂ(pl,...,p,.)) = [aij(p)],'_]-=] ‘‘‘‘‘ n bedzie macierza drugich
pochodnych czastkowych funkeji B(p1,...,pn). Otrzymujemy:

dla: =3,

0,
%P =y 2 Jlwen - ¥ ] wm) daizj

Z(ij)=k—=2m##i,j Z(ij)=k—=1 m#i,j



126

Dla rozwigzania p otrzymujemy

s 50 dla =",
“'J(p)‘{c, dlas # 5,

("= 2\ k-2 _ yn-bk-1(,_n-—1

Minor gléwny stopnia m macierzy A(p) jest réwny (m — 1)(—=1)™"'c™ (Rao, 1982, str.
86). W szczegdlnosci, wyznacznik tej macierzy jest réwny (n — 1)(—1)""1c".

gdzie

Dla p < (k—1)/(n — 1) liczba c jest dodatnia. Wéwczas kolejne minory gtéwne macierzy
A(P) sa przeciwnych znakéw, a wiec punkt p jest punktem lokalnego maksimum funkeji
B(p1,---,pn):

(a) supfB(p1,...,pn) = B(P).
U(p)

Dla p = (k —1)/(n — 1) mamy ¢ = 0, a wiec macierz A(p) jest macierza zerowa.

Dla p > (k—1)/(n—1) liczba c jest ujemna. Wéwczas wszystkie minory gléwne macierzy
A(p) sa ujemne, natomiast minory gléwne macierzy —A(p) sa naprzemian docatnie i
ujemne. Tak wiec funkcja —fB(py,...,p,) ma w punkcie p lokalne maksimum, czyli punkt
p jest punktem lokalnego minimum funkeji B(p;,...,pn):

(%) inf B(p1,...,pa) = B(P)-

U(p)
Dla rozwiazania p; otrzymujemy

Pl 0, dlag =.gulub #= blubyg= 1,
iW\P1) = c1, w pozostalych przypadkach,

gdzie
- (n—3)!
T (k—3)(n—k—2)?

( pl-g?  (-2pm)(-q) _(1-p)¢ )
(mn—k)(n—k—1) (k=2)n—k—-1) (k—1)(k-2))"

a1 k—3(1 L 8 q)n—k—Zx

pp=np—(k-1), ¢g=(k-1)/(n-1).

Przypadek (k —1)/n < p < k/n.

Niech h bedzie wektorem o poczatku w punkcie p; i koricu w punkcie p, to znaczy
h' = ((k—1)—(n—-1)p,p—(k—-1)/(n—-1),...,p—(k—1)/(n—1)). Zbadamy znak wyrazenia
h'A(p;)h. Dla (k—1)/n < p < (k—1)/(n—1) liczba ¢, jest ujemna. Liczba ¢; jest dodatnia
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dla (k—1)/(n—1) < p < k/n. Poniewas h'A(p1)h =c¢;(n—1)(n—2)(p— (k- 1)/(n—1))?,
wiee dla (k—1)/n < p < (k—1)/(n — 1) mamy h'A(p1)h < 0, czyli funkeja B(py, . .. DR
maleje w kierunku wektora h. Dla (k—1)/n < p < k/n mamy h'A(p;1)h > 0, czyli funkcja
B(p1,...,pn) roénie w kierunku wektora h. Funkcja zachowuje sie przeciwnie w kierunku
wektora ortogonalnego do wektora h.

Niech p < (k—1)/(n—1). Punkty p, P1 oraz p°~, gdzie p*~ jest punktem na $cianie
P1 = p—¢€ najblizszym punktowi p (tzn. p*~ = (p—e,p+e/(n+1),....p+¢e/(n+ 1))) sa
wspdlliniowe. Otrzymujemy (symbolami aV b oraz a A b oznaczamy odpowiednio max(a, b)
oraz min(a, b)):

B(p), gdyp<(k—1-¢)/(n—-1) )
- (tzn. p*~ znajduje sie miedzy P oraz p;);
() 200 Bess- P =0 )V AE),  mdy b (bl — (e
(tzn. p; znajduje si¢ miedzy p oraz D7)
Jezeli p > (k —1)/(n — 1), to punkt p*+ wybieramy na $cianie p; = p + ¢ i przepro-
wadzajac podobng analize otrzymujemy:

. [ BD); dy p2 (k~1+¢)/(n~1);
@ kB = { G L, BT RZ (o M

Przypadek p < (k —1)/n lub p > k/n.

W tym przypadku funkcja B(p1,...,pn) w punkcie p osiaga ekstremum lokalne: mak-
simum, gdy p < (k — 1)/n oraz minimum, gdy p > k/n. Warto$¢ najmniejsza (odpowied-
nio, najwigksza) funkcja B(py, ..., Pn) osiaga na wierzchotku kostki {|p; - Pl <e i=
1,...,n, Y pi = np} (oznaczry wierzcholek przez p = (p1,...,Pn).) Zauwazmy, ze gdy
n jest parzyste, to polowa wspélrzednych p; ma postaé (p —€) V0, a pozostale sa réwne
(p+e)A 1. Gdy n jest nieparzyste, to jedna ze wspélrzednych p; jest réwna p, polowa
pozostalych jest réwna (p — ) V 0, a reszta jest réwna (p+¢€) A 1. Analizujac zachowanie
funkeji B(py, ..., pn) na wierzchotkach P otrzymujemy:

B(p), gdy p < (k = 1)/n;
(e)  infB(pr,....pa) = { B(B)AB(B), gdy (k—1)/n<p< (k- 1)/(n —1);
B(pt), gdy p=(k-1)/(n - 1);
B(p*7), gdy p=(k —1)/(n - 1);
(f)  supB(pr,....pn) = { B(B)VA(P*"),  gdy (k—1)/(n— 1) <p<k/n;
B(P), gdy p > k/n;
Na podstawie (a) — (f) stwierdzamy, ze funkcja odpornosci mocy testu ma postaé:
( B(P) — B(P), gdy p < (k=1)/n;
B(p) — B(B) A B(pt), gdy (k—1)/n<p<(k—1-¢)/(n - 1);
J B(P) vV A(P*7) — B(B) A B(P), gdy (k—1—¢)/(n—1) < p < (k — 1)/(n - 1);
r(p) = { B(P*") — B(p*), gdy p=(k—1)/(n —1);
B(B)V B(P*") — B(B) A B(B=Y), gdy (k—1)/(n—1)<p< (k—1+ e)/(n —1);
B(B) vV B(P*~) — B(P), gdy (k—1+¢)/(n—1) < p < k/n;
B(p) — B(p), gdy p > k/n.
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Przy pewnych wartoéciach € > 0 niektére z warunkéw okazuja sie puste (np. jezeli
(k=1)/n<e<(n—k)/n,to (k—1)/n,(k—1—¢)/(n—1)] = 0). Wéwczas funkcja r(p)
sklada si¢ z odpowiednio mniejszej liczby segmentéw.

4. ASPEKT INFINITEZYMALNY

Interesujacym jest oszacowanie wielkoéci odchylen mocy testu w przypadku nieréw-
nych prawdopodobieristw od mocy testu w schemacie Bernoulliego. Méwi o tym nastepu-
jacy fakt.

Fakt. Dla (p1,...,pn) € U(p) zachodz

Iﬂ(plv s 1Pn) F ﬂ(p)l S 062’

gdzie C jest pewnq stalq.

Dowéd. Rozwijajac funkcje B(py,...,pn) w szereg Taylora do drugiego wyrazu wokdt
punktu p otrzymujemy

e
62
. %Z 5o AP PR D)5~ )

gdzie (p},...,py) € U(p). Poniewaz (pi,...,pa) € U(p), wiec Y pi — np = 0. Druga
pochodna funkeji A(py,...,pn)

5 o.fa 0, dla i = j;
aoas PP =1 > ] wem)= Y ] wem) diais#;
Pi Pj z(i,j)=k—2 m#i,j z(i,j)=k—1 m#i,j
Jest jednostajnie ograniczona na zbiorze U(p) przez pewna stala M:
52
— yoeosPn)| S M, (V7).
’ pi0p,; Bp1,...,pn) (Vi,5)
Zatem mamy
I, 62 0 0 0 0 n(n | = 1) 2
oo 9iPnd T = e e IR s T S—
1B(p1; -, pn) = D)) = 3 Z Bpidp; PP PP = )25 =) 5 Me

Przyjmujac C' = n(n — 1)M /2 otrzymujemy teze.

Z udowodnionego faktu wynika, ze male odstepstwa od schematu Bernoulliego nie
wplywaja istotnie na moc testu. W tym sensie rozwazany test jest infinitezymalnie odporny
na opisane zaburzenie modelu.
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5. TEST ZRANDOMIZOWANY

Rozwazmy test zrandomizowany dla H: P < po wobec K:p > py:

11 gdy X >k,
SO(X],--.,Xn):{')f, gdyX=k1
0, gdy X <k,

gdzie v € [0,1]. Funkcja mocy tego testu wyraza sie wzorem
n n
Bprs--spn) = Y [Twes) +7 3 T wiw))-
X>k j=1 X=k j=1

Postepujac tak jak dla testu niezrandomizowanego otrzymujemy nastepujaca funkcje od-
pornosci mocy testu:

( B(p) — B(P), gdy p < 2=1g;
B(P) — B(B) A B(P*), gdy 2-lg<p<q- £

J B(P)V B(P*™) - B(B)AB(P™*), gdygq— - <p<yg

r(p) = { B(P™) — B(pY), gdy p=g¢;
B(R)VA(B ) - B(B)AB(BY), gdyg<p<q+ =ty
B(P) V B(P*7) — B(p), gdy ¢+ ;5 <p< g+ L
B(p) — B(p), gdy p>2=1g+ 1
gdzie

st L) - (D)

127 (1 22)VEln = D0onk — k192 — (o= 1= R17+ Ea— k7] .

Pozostale oznaczenia takie jak poprzednio.
6. PRZYKLAD

Niech n = 3. Weryfikujemy hipoteze H : p < 0.2 wobec K: p > 0.2 na poziomie
istotnosci 0.05. Rozwazymy test niezrandomizowany i test zrandomizowany.

I T gdy X2,
S"1()‘r"X"”X“)‘{0, gdy X < 2;
18 gdy X > 2,
‘P2(X1,X2»X3) = {0438’ gdy X = 2,
0, gdy X < 2.
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przyjmujeimy'e ="0.01. Funkcje mocy oraz odpornoéci sa stablicowane ponizej dla wybra-
nych wartosci p.

Test Test

p |_niezrandomizowany | zrandomizowany

Bp) | r(p) x10° | B(p) [r(p) x 10°
0.1 [ 0.028 8 0.013 9.7
0.2 | 0.104 6 0.050 9.4
0.3 | 0.216 4 0.110 9.1
0.4 | 0.352 2 0.190 8.7
0.5 | 0.500 0.1 0.289 8.4
0.6 | 0.648 2 0.406 8.1
0.7 | 0.784 4 0.536 7.8
0.8 | 0.896 6 0.680 7.5
0.9 | 0.972 8 0.835 7.2

7. WNIOSKI

Mozna uznacé, ze moc testu dla prawdopodobiefistwa sukcesu w schemacie Bernoulliego
Jjest odporna na niewielkie zaburzenia modelu polegajace na tym, ze prawdopodobieristwo
sukcesu niewiele zmienia sie od préby do préby, ale érednio jest ono réwne modelowemu
prawdopodobienstwu.
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‘ON ROBUSTNESS OF THE POWER OF A TEST
FOR THE PROBABILITY IN A BINOMIAL MODEL
Summary

In many practical problems the Bernoulli statistical model with an unkown p is ap-
plied. But uncontrolled factors cause that the probability p may change from one experi-

ment to another. The changing of the power function of the standard test for H: p<pgis
discussed.

Key words: robustness, Bernoulli trials



